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Chapitre 1

Calcul de limites et équivalents

Dans tout ce cours, f désigne une fonction ou une application de la variable réelle & valeur
réelle. R désigne I’ensemble R auquel on ajoute +00 et —oo comme si ¢’étaient des nombres,
ainsi écrire a € R ¢a veut dire qu’on peut avoir a réel ou infini.

1. Fonctions définies au voisinage d’un point

Définition 1.1.

(i) Soit a € R. On dit que f est définie au voisinage de a s’il existe un intervalle I d’intérieur
non vide, contenant a tel que f soit définie sur I sauf éventuellement en a, autrement dit
I C Dy ou éventuellement I\{a} C Dy.

(1t) On dit que f est définie au voisinage de +oo s’il existe un réel A tel que [A, +oo[C Dy.
(111) On dit que f est définie au voisinage de —oo s’il existe un réel B tel que | — oo, B] C Dy.

Par exemple la fonction f(x) =/ est définie au voisinage de 0 car je peux poser I = [0; 1]
qui est d’intérieur non vide, qui contient 0 et f est définie sur I.

Remarque : On connait déja la définition d’un voisinage de a. Si @ € R c’est un petit
intervalle ouvert qui contient a c’est & dire un intervalle de la forme Ja — €;a + €[ avec £ > 0
qu’on n’a pas forcément envie de déclarer. On le note V(a). Si a = 400 alors un voisinage de
a c¢’est un intervalle [A, +oo[ enfin si a = —oo c’est un intervalle | — oo, B]. Ainsi, pour une
fonction f, étre définie au voisinage de a est moins contraignant quand a € R qu’étre définie
sur un voisinage de a. Par exemple notre fonction racine carrée de x est définie au voisinage
de 0 sans étre définie sur V' (0). Par contre étre définie au voisinage de +o0o c’est comme étre
définie sur V(+00).

Exercice 1 :

a) Soit g(x) = Inz.
(i) g est-elle définie au voisinage de -1 7
(ii) g est-elle définie au voisinage de 07 est-elle définie sur V(0) ?

b) Soit f(z) =

r—12

(i) Cette fonction est-elle définie au voisinage de 147
(ii) Est-elle définie au voisinage de 127

(iii) Est-elle définie au voisinage de +o0?



¢) Soit h(x) définie par h(z) = 2¥/* si z > 0 et h(—1) = 12.
h est-elle définie au voisinage de —17

Exercice 2 :

a) Donner 'exemple d’une fonction définie au voisinage de 1 mais pas en 1.
b) Donner I'exemple d’une fonction définie au voisinage de 1 et aussi en 1.
c¢) Donner 'exemple d’une fonction qui n’est pas définie au voisinage de 1.

2. Limites de fonctions

Soit a € R et f définie au voisinage de a. Soit [ € R. Dire que la limite de f(z) quand x
tend vers a vaut [ c’est exprimer précisément l'idée que si x " vaut environ " a sans étre égal
a a alors " f(z) vaut environ {". Combien faut-il déclarer de variables pour exprimer cette idée
et comment les déclare-t-on 7

Meéme si I'idée ci-dessus sert beaucoup dans les exercices pour les opérations de limite, quand
il s’agit d’exprimer le concept il vaut mieux retenir I’assertion universelle suivante :

Pour tout voisinage V' ({) de la limite, il existe un voisinage V' (a) du point tel que pour tout z
de Ds\{a}

(z € V(a)) = (f(z) € V(1))

Ensuite dans la pratique on déclare les variables nécessaires pour déclarer précisément les
voisinages en question avec les bons quantificateurs. Par exemple :

- étre dans un voisinage de [ quand [ € R c’est étre dans un intervalle || — e;1 + ¢[ on va
donc déclarer € si on veut parler d'un voisinage de [ € R et au lieu d’écrire f(z) € V(l) on
écrira | f(x) — I| < e qui est équivalent & f(z) € |l — ;1 + €]

- étre dans un voisinage de [ quand | = 400 c’est étre dans un intervalle [A, +oo[ on va
donc déclarer A > 0 si on veut parler d’'un voisinage de +oo et au lieu d’écrire f(x) € V(400)
on écrit f(x) > A qui est équivalent & f(x) € [A; +ool.

- étre dans un voisinage de [ quand [ = —oo c¢’est étre dans un intervalle | — co; B][ on va
donc déclarer B < 0 si on veut parler d’'un voisinage de —oo et au lieu d’écrire f(z) € V(—o0)
on écrit f(z) < B qui est équivalent & f(x) €] — oo; B.

On aboutit donc aux définitions suivantes :

Définition 1.2. Soit a € R. Soit f une fonction définie au voisinage de a. Soit | € R. Alors :
(i) On dit que la fonction f admet pour limite | en a (ou encore que f(x) tend vers | quand x
tend vers a) si et seulement si l'assertion suivante est vraie :

Ve >0,39n >0 | Vo € Di\{a}, (| —a| <n) = (|f(z) 1] <¢)

(ii) On dit que la fonction f admet pour limite +00 en a si et seulement si [’assertion suivante
est vraie :

(111) On dit que la fonction f admet pour limite —oo en a si et seulement si 'assertion suivante
est vrate :




Exercice 3 :

a) Soit f définie au voisinage de +o0.

(i) Ecrire en langage quantifié lim,_, ., f(2) = [ avec [ € R.

(ii) Ecrire en langage quantifié lim,_, . f(z) = +o0

b) Soit f définie au voisinage de a € R. Ecrire que f n’a pas pour limite  en a.

Exercice 4 :

Soit a € R. Soit f définie sur R et qui admet pour limite 12 en a. Montrer ’assertion
suivante :

3n >0 |Vz e R\{a}, |t —a| <n=11,9 < f(z) < 12,1

Théoréme 1.1. Si f admet une limite en un point, alors elle est unique.

Exercice 5 :

Faire la preuve du théoréme dans le cas d’une limite [ finie en a € R.

3. Les outils usuels pour manipuler ou déterminer une limite

Si la limite existe elle est unique, mais encore faut-il qu’elle existe !Par exemple, la fonction
partie entiére n’a pas de limite en 0, les fonctions cos et sin n’ont pas de limite en 4+o00. Quand
on écrit lim f(x) = ..., on dit "qu’on passe a la limite" au sens ou1 'on passe de la formule f(z)

r—

a
a la limite de f en a mais pour avoir le droit de passer a la limite, il faut étre stir qu’elle existe
et pouvoir I’argumenter avant.

3.1 Les théorémes d’opérations de limites usuelles

Si les opérations sur les limites usuelles de fonction ne conduisent pas a des formes indé-
terminées, alors ces opérations prouvent I'existence de la limite et donnent la valeur. On peut
argumenter de la facon suivante : "par théorémes d’opérations sur les limites usuelles, on trouve
lim, ., f(z) = ....

Les formes indéterminées & connaitre au niveau L1 sont :

7 07’ :too
, 7 non % Z|:OO7 —|—OO—OO, )717a+oo‘
7 077 :too
I1 faut également faire attention a la forme —; E qui ainsi affichée est indéterminée alors
) [#0 [#0
que 'on sait calculer - 7 ~ ou - 7 ~
0+ 0~

Quand on a affaire & une forme indéterminée on essaye souvent de reformuler pour lever
Iindétermination :

. . ) . +o0
- Factorisation par le terme dominant au numérateur et au dominateur dans le cas de Too
00



” N

- Réduction de la fraction ou recours aux indéterminées usuelles dans le cas T

- Factorisation par le terme dominant dans le cas +00 — oo
- Expression conjuguée

Rappel des formes indéterminées usuelles :

Croissances comparées en +0o
Pour tout réel o, 5 >0 :

' LT\ ' .'I"B "
lim & ; = +o00|, lim —— =0
r—4too ik z—+oo (%)X
In(a))® _ : @B
lim % =@ lim —— = 4o
r—+oo  @F r—+oo (In(x))e

Croissances comparées en 0 et en —c0
Pour tout réel a, >0

lim u*(In(u))” =0

u—0t

Pour tout entier n non nul et tout réel g > 0

i n(ou\B _

N

Formes indéterminées usuelles —

N

Ce sont presque toutes des limites de taux de variation :



Exercice 6 :

Déterminer les limites suivantes si elles existent :

2 _ _ i .
i Vo —12 ; lim x—2 C lim sin x
z—>—400 3+ 8 z—2 (1:2 — 4) (x — 5) z—0 12
P —r—12 , x—2 L ,
xgrfoo 3 +8 :}cl—% (22 —4)(x —5)’ :rlingL sin 2 In(sin 7)
Mmoo Mg e rEioVe
. 3e® — 2+ 12 | )
lim ; lim ; lim
z—to0 425 — 3nx + 7 a—=0 T a——2+ 4 — 12

3.2 Autres théorémes

Théoréme 1.2.
Théoréeme des gendarmes :
1) S’il est vrai que :
(i) Sur V(a)\{a} N Dy, g(z) < f(x) < h(z)
(ii) g et h ont la méme limite finie | en a
Alors f admet une limite en a et 3161511 f(z) =1.

Théoréme de minoration :
S7il est vrai que :
(i) Sur V(a)\{a} N Dy, g(z) < f(z)
(i) lim g(z) = +o0
xr—a

Alors f admet une limite en a et lim f(z) = +o0.
r—a

Théoréme de majoration :
S’il est vrai que :
(1) Sur V(a)\{a} N Dy , g(z) < f(z)
(i) lim f(x) = —oc0
r—a

Alors g admet une limite en a et lim g(x) = —o0.
Tr—a

Propriété 1.1.
Le produit d’une fonction bornée au voisinage de a € R par une fonction qui tend vers 0 en a
est une fonction qui tend vers 0 en a.

Exemple :
. 1 .
lim —sinz =0 car ...
x—+o0o I
Exercice 7 :

Démontrer cette propriété

A 1l ne faut pas confondre le théoréme des gendarmes, qui permet de prouver I'existence
d’une limite, avec un passage a la limite dans une inégalité, ou I'existence des limites est pré-
requise :



Passage a la limite dans une inégalité large :

Propriété 1.2.

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R, a étant éventuellement exclus. S’il
est vrati que :

(1) Sur V(a)\{a} N Dy , f(z) <g(z) (%)
(i1) [ et g ont des limites finies respectives Iy et I, en a.
Alors on peut passer a la limite dans l'inégalité (x) et on obtient Iy <.

Passage a la limite dans une inégalité stricte :

Propriété 1.3.
Soient f et g deuz fonctions définies au voisinage de a € R, sauf peut-étre en a. S’il est vrai
que :
(i) Sur ViaNa} . (@) < ga) (%)
(it) f et g ont des limites finies respectives ly et I, en a.
Alors on peut passer & la limite dans l'inégalité (%) et on obtient Iy <.

/\ Par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges.

3.3 Limites des fonctions monotones

Théoréme 1.3. -
Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]a;b[ avec a;b € R.

Si f est monotone sur |a;b[ (croissante ou décroissante), alors f posséde toujours une limite
en a et b, la limite pouvant étre finie ou infinie.

Remarques :

R1 : Si f est croissante et majorée sur |a; b], alors f admet une limite finie [ en b et [ majore
f sur ]a, b

R2 : Si f est croissante et minorée sur |a; b, alors f admet une limite finie [ en a et cette
limite [ minore f sur |a, b|.

R3 : Si f est décroissante et minorée sur |a;b[, alors f admet une limite finie [ en b qui
minore f sur Ja;b|.

R4 : Si f est décroissante et majorée sur |a; b[, alors f admet une limite finie [ en a et cette
limite majore f.

R5 : Si f est croissante et non majorée sur ]a; b[, alors f tend vers +o00 en b.

R6 : Si f est décroissante et non minorée sur |a; b[ alors f tend vers —oo en b.




4. Fonction négligeable devant une autre au voisiange d’un
point a

Définition 1.3.
Soit a € R. Soit f et g des fonctions définies au voisinage de a .

| est négligeable devant g en a lorsqu’on peut écrire f(x) = g(x)e(x), ot la fonction € est
définie au voisinage de a et tend vers 0 quand x tend vers a. On écrit alors " Au voisinage de
a, f=o0(g)" qu’on lit aussi "f est un petit o de g".

Remarque : certains préférent noter f = o(g) au lieu d’écrire "au voisinage de a". Attention
Tr—a

a cette notation, on ne fait pas tendre x vers a comme dans une limite, rien a voir, ¢’est une
autre facon de dire que x est au voisinage de a.

Exemples :

Propriété 1.4.
Soit a € R. Soit f et g des fonctions définies au voisinage de a .

Si i est définie au voisinage de a, alors
g

f(z)

f = olg) si et seulement si lim —— = 0.
T—a T—a g(x)

On peut donc revisiter certaines formes indéterminées usuelles :




Propriété 1.5. Comparaisons usuelles

Comparaisons entre puissances :

. a _ B
()0<a<f = =z I_Hrooo(x )
(i) 0<a<fB = 27 = o(z%)
x—0
Croissances comparées :
(iii) Yoo > 0, VB >0, (Inz)? = o(z®)
T—r+00
(iv) Va >0, VB8 >0, 2¢ = o)
r—+00
(1) lim 2 In(x) = 0 ice | (=)
v) lim 2%In(z) =0 i.elnx = =o(—
20+ z—0+ e

Propriété 1.6. Opérations sur les "o"

(i) VA € R, Mo(f) = o(f) = o(Af)
(id) o(f) +o(f) = o(f).

Plus généralement, une somme finie de o(f) "se réduit” en un o(f), c’est & dire que ¢a reste
une fonction négligeable devant f.

(iii) Si f = o(g) et g = o(h) alors f = o(h) autrement dit o(o(h)) = o(h).

Exercice 8 :
a) 0(122%) + o(5z") +8 = b) 0(122%) 4+ o(527) + 8 =

T—+00 z—0

c) o((z —5)°) = d) o((x = 5)°) =

r——+00 z—0

5. Fonctions équivalentes au voisinage de a

5.1 Définition et régles de calcul

Définition 1.4.

Soit a € R. Soient deuz fonctions f et g définies au voisinage de a. On dit que ces fonctions
sont équivalentes en a, el on note f ~ g , lorsqu’on peut écrire au voisinage de a f(x) =
r—a

g(x)a(x), ou la fonction « tend vers 1 lorsque = tend vers a.




Propriété 1.7.

- Si deuz fonctions sont équivalentes en a, et si l'une des deuzx admet une limite | € R en a,
alors lautre admet la méme limite | en a.

- Si deux fonctions sont équivalentes en a, elles sont de méme signe au voisinage de a.

Un physicien résumerait cette propriété en disant que deux fonctions équivalentes en a
auront "le méme ordre de grandeur" en a.

Propriété 1.8. Opérations sur les équivalents

(i) f ~ g<=f = g+o(g) dou Uautomatisme pratique : g+ o(g) ~ ¢
r—ra Tr—a

— r—a

(ii) Produit : si fi ~ g1 et fo ~ g9 alors fifa ~ g192
T—a T—a f T—sa
1 g1

) f2 r—a g2
(iv) Puissance : si f ~ g alors f* ~ g", Vn € N*
r—a r—a

(iii) Quotient : si fi ~ g1 et fo ~ go alors
T—a r—a

Plus généralement, si f ~ g et g > 0 au voisinage de a, alors f* ~ ¢% Va eR
T—a r—a

(v) Transitivité Si f ~ getg ~ halors f ~ h
r—a r—a

Tr—ra

/A L’équivalence est compatible avec la multiplication, la division, et I’élévation a une
puissance fixée. En revanche, elle n’est pas compatible avec ’addition :
2

22 ~ 2?2423 car ... et —x?+a2t ~ —x?car ...
z—0 x—0

mais il n’est pas vrai que z* ~ 3.
z—0
/A On ne doit jamais écrire qu’une fonction est équivalente a zéro en a, sauf si elle est
nulle sur tout un voisinage de a ce qui est exceptionnel. Si en calculant on finit par trouver
f ~ 0 c’est que les calculs sont trés probablement faux ...
Tr—a
A On peut utiliser la transitivité pour les équivalents mais on ne doit pas composer sur

un équivalent. Par exemple si je sais que f ~ ¢ je ne peux pas en déduire e/ ~ e9.
Tr—a T—ra

5.2 Equivalents usuels

Propriété 1.9.

Soit f et g définies au voisinage de a. Si i est définie au voisinage de a, alors :
g

f ~ g si et seulement si lim = =1
r—a Tr—a g

10




Propriété 1.10.
(i) Silim f(x) =1 € R non nul, alors f ~ 1
r—a

Tr—a
(ii) e* — 1 -~ (111) In(1+ u) -~
(iv) Pour « fixé réel. (1 +u)* —1 ~ (v)In(v) ~ wv-—1
u—0 vev (1)
(v) sinu -~ (vi) tanu ~
(vii) arctanu ~ (viii) 1 —cosu ~
u—0 uU—

(iz) Un polynéme est équivalent en + ou - Uinfini 4 son mondme de plus haut degré.
(x) Un polynome est équivalent en 0 & son mondéme de plus petit degré (éventuellement constant)

Propriété 1.11.
(i) Si u(zx) tend vers 0 en a €R, alors e —1 ~ u

Tr—ra

(ii) Si u(z) tend vers 0 en a € R, alors In(1+u) ~ u

r—a

(iii) Si u(x) tend vers 0 en a € R, alors (1 +u)*—1 ~ au

T—ra

(iv) Si u(x) tend vers 0 en a € R, alors sinu ~ u
Tr—a

(v) Si u(x) tend vers 0 en a € R, alors tanu ~ u
T—a

(vi) Si u(x) tend vers 0 en a € R, alors arctanu ~ u
T—a

_ 1
(vii) Si u(zx) tend vers 0 en a € R, alors 1 —cosu ~ =u
T—a

2

Exercice 9 :

Donner des équivalents des fonctions suivantes au voisinage demandé :
a) f(x) = x® + 3x + 5 au voisinage de 2
)

b) f(z) = 22* + 3z — 5 au voisinage de 1.
¢) f(z) = 22% + 3y/z — Inz au voisinage de +o0.
d) f(z) = €* + 3cosx — 2 au voisinage de 0.
e) f(z) = e* 4+ 3cosx — 2 au voisinage de +oc.
f) f(x) = 32190 — (In 2)12° au voisinage de +oo.
g) flx) = 7x12 Inz — /7 au voisinage de +oc.
h) f(z) = 3 — 522 au voisinage de +oo.
i) f(z) = e3® — 52'% au voisinage de 0.
1
j) flx) = —x T au voisinage de +00.
T +sinz
e —1 .
k) f(z) = — au voisinage de 0.
sin z

11



sin(3z)

) f(x) = tan(32) au voisinage de 0.
-2
m) f(z) = #ﬁ—ﬂl au voisinage de 4.

Exercice 10 :

Donner des équivalents des fonctions suivantes au voisinage demandé :
a) f(r) = Vx +1—4/r au voisinage de +oc.
b) f(z) = In(z? + 3z + 1) — In(2* + z + 3) au voisinage de 1.

Exercice 11 :

v/ —1 Vinz —1
vesr— 2 ; b) Calculer lim var— -,
z—e €% ; e¢ )
1- .
c¢) Calculer lim ﬂ; d) Calculer lim °

z—=0 xsinx =01 — /22 + 3z +1

1—
e) Calculer lim(z? + 2z — 3) tan (7;—30) ;  f) Calculer lim St

z—1 z—0 Sin2 T

a) Calculer lim

=0 er? — 1 ’

Exercice 12 :

Déterminer les limites suivantes si elles existent :

1
a) rl_i}rg@xln ( —;x) b) lim (1 + vz)Y® ¢) ilir(l) (cos )"+’

z—0t
In(1+ 2 1 1
d) lim In{l +22) e) lim —— — f) lim 2®arctan(e ™)
z—0 cos(3z) — 1 =0 sinx  tanw z—rFo00
Inz Inz Inz
li — h) i T i) im ———
) Ty o VI o
esine — 1 1 —2cosz
j) li i 1 k) lim ——— 1) li _
j) xgél+ sin(z) In(z) ) zli% 1—cosz :c—lg}?) T — 3z

) 1 3—vo+x ) li 32 )i r+1\"
R gy B s e B i

Exercice 13 :

a) Rappeler la définition de 127.

b) Soit a > 0. Donner I'ensemble de définition de f(x) = a”, justifier rapidement sa conti-
nuité et sa dérivabilité. Calculer la dérivée.

1
27 — 32 2\ * :
c¢) Calculer lim ; d) Calculer lim (1+—) ; e)lim(l— x)Sln(mc)
z—=5 T — D T—+00 T 7

f) Donner un équivalent de f(z) = (1 +¢€")* — (14 e~ *)* au voisinage de 0.

12



Chapitre 2

Primitives et intégrales

2.1 Primitives d’une fonction continue

2.1.1 Définition et existence

Définition 2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I
est une fonction F dérivable sur I telle que Vx € I, F'(x) = f(x).

Théoréme 2.1. Si une fonction est continue sur un intervalle I alors elle admet des pri-
mitives sur I (On dit que la continuité est une condition suffisante d’existence de primitive)

Démonstration.
Preuve admise O

Théoréme 2.2. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F' une primitive de f
sur I, alors :

G est une primitive de f sur I <= 3C € R |Vx € I,G(x) = F(x) + C.

Autrement dit, quand une fonction f posséde une primitive sur un intervalle I elle en posséde
en fait une infinité qui sont toutes égales a une constante preés sur I.

Lemme bien connu (admis) :
Soit F' une fonction dérivable sur intervalle [ et telle que Vo € I, F'(z) = 0, alors F est

une fonction constante sur [ :

ACeR, Veel, Flz)=C

Démonstration du théoréme :

13



Exemple 2.1.
o L’ensemble des primitives de v — 2 sur R est constitué des fonctions F telles que l'on

1
puisse poser C' € R et avoir F de la forme x — §x3 + C, Vx € R, ce que l'on peut écrire :

Prim(f) =A{ }

e Donner les primitives sur R* de la fonction f définie par f(x) = cosz si x > 0 et
f(z) =2 siz <.

Notation :

On note / f(z)dz un élément formel de ’ensemble des primitives de la fonction f sur un

intervalle I (a préciser). La notation dzx sert & déclarer que la variable de la primitive est x, on
dit que c’est la variable d’intégration. On écrirait dt si les calculs étaient faits avec la variable
d’intégration t.

Dans cette écriture, l'intervalle de la variable d’intégration n’est pas déclaré explicitement
(comme souvent avec les fonctions), il est d’usage de le préciser avant de débuter le calcul en
se placant sur un intervalle ou la fonction primitivée est continue.

Une conséquence immeédiate de cette notation est que sur I, on a /f’(x)dm = f(z) + con

¢ € R constante sur /. La constante c est présente dans la reformulation parce qu’on écrit un
élément formel de ’ensemble des primitives.

Cette notation ne doit pas étre confondue avec la notation des intégrales, méme s’il y a des
points communs entre les deux dans les procédés de calcul, les objets sont fonciérement diffé-
rents, I'un est une fonction avec une variable d’intégration x qui sera présente dans le résultat
final, Pautre est un nombre (un mesure d’aire) qui ne dépend pas de la variable d’intégration.

13

Exemple 2.2. Sur I =R, /a:12d:c = xl_S + ¢, ot c € R constante sur I.

2
Sur [0, 400 on a / Vitdt = gt\/g—l— ¢ ot ¢ € R constante sur [0; 4o00].

2 372
8
/ dr = {x—} = -.
0 31, 3

14



Primitives usuelles :

on obtient le tableau suivant :

En utilisant [ f'(z)dx =

f(x) + c et grace aux dérivées usuelles,

aeR fixe, [adx ar +c I=R
CL.nJrl
neQt [a2"dx n+1—|—c dépend de n
1
f;dx In(|z|) + ¢ I =]0,+00[ ou | — 00, 0]
neQt—{1} [ id:c -t +c dépend de n
" (n—1)zn1

[ cosxdx sinx + ¢ I=R
[ sinxdx —cosx+c I=R
fe”dx e+ ¢ I=R

2.1.2 Linéarité

Propriété 2.1.
1) Sur I :

[ @+ gt = [ gz + [ gaia

2) Soit o« € R une constante. Alors sur I :

/af(x)dx _ a/f(x)dx

3) D’apreés 1) et 2), soit o et 5 deux constantes réelles. Alors sur I :

/af(a:) + Bg(z)dr = « / f(x)dx + 5/g($)da:

Démonstration.
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2.1.3 Intégration " a vue" ou changement de variables

dans une primitive

Propriété 2.2. Si g est dérivable sur un intervalle I, si F est une primitive de f sur g(I),
alors x — F(g(x)) est une primitive de x — (f(g(z))g'(z) :

Démonstration.
C’est trés facile, il suffit de remarquer que [expression (f(g(z))g'(x) est la dérivée de
Flg())
[

Cette propriété appliquée aux cas ot f est une fonction usuelle donne les primitives sui-
vantes :

neQt [u(z)u"(x)dx u;:_(f) +c
[ (o)) +

e u'(x) . 1 .
neQ - G ® | Crr e i@
[ () cos(u(x))dx sin(u(z)) + ¢
[ () sin(u(z))dx —cos(u(z)) + ¢

[/ (z)e"™®dx '@ + ¢

Remarques :

1. On ne peut pas préciser I'intervalle sur lequel on intégre dans les exemples ci-dessus car
il faut connaitre 'expression de la fonction x — u(x).

2. Quand on reconnait I'une des formes ci-dessus, on peut donner sans calcul une primitive,
on dit que l'on fait de ’'intégration a vue ou encore qu’on utilise le changement de variable
x — u(x).

3. Si on obtient I'une des formes ci-dessus & une constante o # 0 prés, alors il est facile

: L.
en écrivant 1 = a.— d’intégrer a vue.
o
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Exemple 2.3.
sin x

1. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f donnée par lexpression f(z) = 5
cos?
admet des primitives. Déterminer ['expression des primitives de f sur chaque intervalle.

1
2. Déterminer l’expression des primitives de f(r) = —————= (on n’oubliera pas de préciser
v12x 4+ 5

sur quel intervalle on se place)
3. Calculer f:zcex2dx.

4. [sin(12t)dt = ¢

2.1.4 La gestion des constantes d’intégration

Les constantes et la linéarité

Considérons I'exemple suivant, :
Je calcule sur | — 1,400 :

12
F(z) = [ 122° — coswsin®*z + ————dx
(+1)°

J’utilise la linéarité des primitives :

1
F(z) = 12/952d96—/cos.gcsin2 xdm+12/mdaﬂ

Chaque primitive s’intégre a vue avec en principe pour chacune une constante d’intégration :
3 .3
x sin® x
Flx)=12— 4 ¢, — +e+ 12—
(@) 3 73 2T 2 1)

Il est bien évident que ’expression finale peut s’écrire :

+Cg

? sin’x 1

Flz) =125 6
(@) 3 3 @rip ¢

avec ¢ de type réel, constante sur | — 1, +oo[ (c’est a dire que la valeur de ¢ est la méme
pour tous les x de | — 1, +0o0]).

C’est tellement évident que lors des calculs on évitera d’écrire des constantes intermédiaires
pour n’écrire qu'une constante dans ’expression finale.

Intégration d’une égalité sur un intervalle /.

Considérons une fonction f dérivable sur I'intervalle [ et une fonction g continue sur [ telles
qu’on ait :

Ve el, f'(x) = g(x)

/ F(z)dz = / o(x)dx

17
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d’ou 'on déduit :

fx)+c = /g(z)dw sur 1

avec ¢; € R constante sur /.
Si I'on connait une primitive G de g sur I on écrira :

Ve e l, f(x)=G(z)+ ¢

avec co € R constante sur I.
Il est clair que finalement :

Veel, flle) =g(x) =>Veel, f(x)=G(x)+c

avec ¢ € R constante. La encore, on évitera lors de ces petits calculs ’écriture des constantes
intermédiaires mais on n’oubliera pas la constante finale.

Exemple 2.4. Soit f une fonction telle que f'(x) = /12 —x Vo €] — 00, 12[ et f(11) = 1.
Déterminer lexpression de f sur|—o0,12[. On suppose de plus que f est continue sur|—oo, 12],
quelle est lexpression de f sur | — o0o,12] 7

Intégration d’une égalité sur plusieurs intervalles.

Soit A = I, U Iy---U I, une union d’intervalles. Considérons une fonction f dérivable sur
chaque intervalle de A et une fonction g continue sur chaque intervalle de A telles qu’on ait :

fl(x)=g(z) VeeA

Les résultats de la partie précédente s’appliquent sur chaque intervalle de A, on peut donc
fixer une constante réelle ¢ sur chaque intervalle de A telle que

et comme il y a plusieurs intervalles, ce n’est finalement pas une constante que 'on fixe mais
plusieurs (autant qu’il y a d’intervalles), dans la pratique, on utilise des notations différentes
pour exprimer ces constantes pour éviter toute confusion, par exemple ¢, co,...c,.

Exemple 2.5. Soit f une fonction telle que f'(x) = |12 — x| Yo # 12. On sait que [ est
continue sur R et aussi f(12) = —72. déterminer l'expression de f sur R.

2.1.5 Intégration par parties pour les primitives

dériwable sur I et sa dériwvée est une fonction continue sur I.

Définition 2.2. On dit d’une fonction f qu’elle est de classe C' sur lintervalle I quand f est

18



Remarques :

1. Les fonctions de référence du tableau donné plus haut sont toutes de classe C! 13 ot elles
sont définies.

2. La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions C! est aussi une fonction C*
(dans la mesure ou il n’y a pas de problémes de définition).

Théoréme 2.3. Soient f et g deuz fonctions de classe C' sur Uintervalle I. On a alors fg' et
f'g qui admettent des primitives sur I et :

/ F(@)g(x)de = f(x)g(x) - / F(0)g ().

Démonstration.

]

L’intégration par parties est particulierement bien adaptée aux cinq cas suivants trés clas-
siques oul P est un polynoéme et a une constante non nulle :

1) L’intégrande est de la forme P(z)e*, on démarrera en reformulant e comme la dérivée
d’une de ses primitives.

2) L’intégrande est de la forme P(x)cos(ax), on démarrera en reformulant cos(ax) comme
la dérivée d’'une de ses primitives.

3) L’intégrande est de la forme P(z)sin(ax), on démarrera en reformulant sin(az) comme
la dérivée d’'une de ses primitives.

4) L’intégrande est de la forme P(x)In(z), on démarrera en reformulant P(z) comme la
dérivée d’une de ses primitives.

5) L’intégrande est de la forme P(x)arctan(z), on démarrera en reformulant P(z) comme
la dérivée d’une de ses primitives.

Exemple 2.6.
1. Caleuler [ ze'**dz.

2. Calculer [Inazdzx.

2.2 Intégrales

2.2.1 Définition et propriétés

Théoréme 2.4. Soient f une fonction continue sur lintervalle I et a,b deux éléments de I,
alors la quantité F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive choisie F' de f.

Démonstration.
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Définition 2.3. Soit [ une fonction continue sur Uintervalle I, F une de ses primitives sur
I, a et b deus éléments de I, alors la quantité F(b) — F(a) (encore notée [F(z)]") est appelée
intégrale de f entre a et b et notée f; f(z)dz

Remarques :

1. L’ordre de a et b est important.

2. La variable x qui apparait dans I'intégrale est muette (contrairement aux primitives), on
adonc [V f(z)de = [7 f(t)dt

3. En faisant a = b, on trouve [ f(z)dz = 0.

4. On choisit pour les calculs la primitive ayant I'expression la plus simple possible, c’est a

dire sans constante d’intégration.

Exemple 2.7. Calculer fo T —1)%dz.

Propriété 2.3.
Soient f, g des fonctions continues sur l'intervalle I, soit o € R et sotent a,b et ¢ trois éléments

de I :

1) f fl@)de = — [ .

2) f f(x)+ g(z)dz = fabf(m)dx + f;g(az)dx

9) Iy f( af”f

4) f f(z) f z)dr + f f(z)dz  (Relation de Chasles).

Dans la plupart des cas, on sait donner "& vue" une primitive de f, le calcul de I'intégrale

en découle alors naturellement.

Exemple 2.8. Calculer fol e'?rdz.

Intégration par parties

Théoréme 2.5. Soient f et g deuz fonctions de classe C' sur lintervalle I. Soient a et b deux
points de I, on a alors fg' et f'g qui sont intégrables sur I et :

/ F@)g(@)de = [f@)g(@)]! - / f(2)g (x)dz

Démonstration.

Identique a celle de I'IPP pour les primitives.

20




Propriété 2.4 (Positivité de l'intégrale).

0 ), soient a et b deux éléments de I tels que a < b, alors :

1) fabf(x)dm > 0.
2) f;f(x)dx =0 si et seulement si f(x) =0 Vx € [a,b)].

Soit f une fonction continue sur Uintervalle I et positive sur I ( c’est a direVx € I f(x) >

Démonstration.
Le point numéro 2) de cette propriété est admis.
Preuve du point numéro 1) :

Corollaire

que a < b, on suppose de plus que f(x) < g(x) VY € [a,b], alors fabf(:v)dx < fabg(:z:)dac

Soient [ et g deux fonctions continues sur 'intervalle I, soient a et b deux éléments de I tels

Démonstration.

2.2.2 Aire et intégrale

Soient a < b ,(C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.
On appelle D la région du plan délimité par (C'), I'axe des abscisses, et les droites d’équation
r=a, v=>

L’unité d’aire est 'aire du rectangle engendré par le repére choisi.

en unités d’aire, est égale a fab f(t)dt.

Théoréme 2.6. Si f est une fonction continue et positive sur [a,b], alors Uaire de D, mesurée

Théoréme 2.7. Si [ est une fonction continue et négative sur [a,b], alors l'aire de D,

mesurée en unités d’aire, est égale a — f; f(t)dt. On peut définir l’aire algébrique de D,

c’est une mesure négative quand la courbe est située au-dessous de l’aze des abscisses. On
: o ) . . b

a alors cette aire algébrique qui est égal a fa f(t)dt
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Théoréme 2.8. Si f est une fonction continue et de signe quelconque sur |a, b|, alors laire
algébrique de D, mesurée en unités d’aire, est égale a la somme des aires des domaines
situés au-dessus de ['axe des abscisses diminué de la somme des aires des domaines situés
au-dessous. La encore, on trouve que fabf(t)dt est l'aire algébrique de D.

Exemple 2.9.

Dans un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm, on considére la partie D du plan
délimitée par 'axe des abscisses et la courbe d’équation y = x(x — 1)(x — 4) avec 1 < z < 4.
Calculer l'aire du domaine D.

2.2.3 Ecrire une primitive avec une intégrale

Théoréme 2.9. Soit [ une fonction continue sur un intervalle I, soient xo € I et yo € R
fixés, alors il existe une primitive et une seule ' de f telle que f(xg) = yo, ¢’est la fonction

F(x) = [7 f(t)dt.

Démonstration.
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PRIMITIVES ET INTEGRALES : RECONNAITRE DES INTEGRANDES
USUELLES

Exercice 14 : Forme simple

Calculer les primitives suivantes en précisant préalablement sur quel(s) intervalle(s) on peut
faire les calculs :

a)/:c2+2x—|—2 dx b)/et—l—Qcost—sintdt c)/d:v d)/le dt avec zNR fixé.

I 1 2 1 5234 30— 1
e)/————i—;dm f)/(t2+t—2)2dt g)/x LT e h)/12\/¥dt

x a2 22

Exercice 15 : Forme composée [u'f(u)dx

Calculer en précisant, quand il s’agit de primitives, les intervalles sur lesquels on peut faire
le calcul :

61° . t dt ,
a) =T dt b) [ e* dx «¢) [ cos(3z) dx d) T e) [ sintcost dt.

2x
f) /e— dx. Déterminer la primitive qui vaut 42 en z = 0.
12 + e2@
v > . [ In(z) . [¢(Int)® /2 v
h “d —d ——dt k d
g)/m )/‘” ”“)/1 v x")/l ! V)T

INTEGRATION PAR PARTIES

Exercice 16 :

Calculer en précisant, quand il s’agit de primitives, les intervalles sur lesquels on peut faire
le calcul :

2) /(x—l)lnx da b)/te% dt C)/xsin?)x dr d) /Ol(x—kl)e” da
e)/xe% dr f) /(tg—t)lntdt g) /leQex da h)/t(lnt)2 dt

1
t
i) / In(1+¢) dt (On sera amené a écrire o1 avec a et b réels a
0

sous la forme a +

déterminer.)

Exercice 17 :

Soit n € N. Pour chacune des intégrales suivantes, trouver une relation de récurrence entre
I,.1 et I, a I'aide d’une intégration par partie :

1 e e
a) I, =/ z"e” dx b)) I, :/1 t(Int)" dt  ¢) I, :/1 (Int)" dt
0
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Chapitre 3

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Tout le début du cours concerne des applications a valeurs réelles. Le cas des applications
a valeurs complexes sera explicitement donné en fin de chapitre.

3.1 Généralites

Soit un compte en banque avec un taux d’intérét annuel de o = 2% = 0.02 annuel. Soit At
un tout petit intervalle de temps et y() la somme sur le compte au temps ¢ (en années).

On considére qu’entre I'instant ¢ et Uinstant ¢ + At on a gagné 2% de y(t) au prorata du
temps At, c’est & dire que le gain est 0.02 x At x y(t), donc :

y(t+ At) = y(t) + 0.02 x Aty(t)

que 'on peut écrire :

y(t + At) —y(t)
At

Comme At est petit, la fraction est considérée comme un taux instantané qui est environ
égal a la dérivée y/'(t), (sous réserve d’avoir y(t) dérivable) ce qui nous conduit a I’équation :

= 0.02y(t)

y'(t) = 0.02 x y(t)

C’est une équation qui exprime un lien entre la fonction inconnue y(t) et sa dérivée. Elle
est de la forme /() = ay(t) avec v constante qui représente le taux d’intérét.

Cette forme d’équation se retrouve dans d’autres situations usuelles :

— La taille d’'une population ayant un taux d’accroissement naturel a (Pour o < 0 la
population diminue).

— L’évolution de la masse d’une substance radioactive dans le temps.

Définition 3.1.

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées.

L’ordre d’une équation différentielle est le degré maximal de différentiation auquel 'une
des fonctions inconnues a été soumise.
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Exemple 3.1.

e ¢/(t) = 0.02y(t) Dans cet exemple, la fonction inconnue est y, la lettre t désigne la variable
de la fonction y, ['équation différentielle est d’ordre 1.

o y2 +ay —y = 0 Dans cet exzemple la fonction inconnue est y, = est la variable de la
fonction et [’équation différentielle est d’ordre 1.

o fO —2tf + 12 = 0 La fonction inconnue est f, t est la variable de cette fonction et
léquation différentielle est d’ordre 3.

Définition 3.2.

Une fonction f(x) sera solution sur un intervalle donné I d’une équation différentielle
(E) d’ordre n quand :

(i) f est n fois dérivable sur I
(ii) En substituant f(z) dans ’équation on a bien I’égalité voulue, pour tous les x de I.

-,

Vocabulaire : Le graphe dans un repére (O, ;, 7) d’une solution f de (E) est appelé courbe
intégrale de (F).

Exemple :

Soit I’équation
(B) y'(t) = —12y(t)

1) La fonction y(t) = t? est-elle solution de (E) sur R?
2) Méme question avec la fonction y(t) = e 1%

1) 11 faut tester par le calcul si ’égalité entre le membre de gauche et le membre de droite
est vérifiée ou pas, et cela pour tout t € R.

Membre de gauche : je calcule ¥t € R, y/(t) =
Membre de droite : je calcule ¥t € R, —12y(t) =

L’expression est différente de [’expression , donc cette fonction
y(t) =t une solution de (E) sur R.

2) Méme démarche :
Membre de gauche : je calcule
Membre de droite : je calcule

On voit que les expressions sont , donc cette fonction y(t) = e ' est

Exercice 18 :
a) Soit I’équation
(B) o'(t) —ty(t) = —>+1

1) La fonction y(t) = t? est-elle solution de (E) sur R?
2) Méme question avec la fonction y(t) =t
)

b) Soit @ un paramétre réel et soit ’équation (E£) : y' = ay. Montrer que la fonction définie
par f(t) = Ae® est une solution de (E) sur R quel que soit A € R.
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¢) Soit (E) : —=3y”" — zy’ + 2y = 0. Montrer qu’il existe un polynoéme de degré 2 solution

de (E) sur R.

Problématique : y-a-t-il d’autres fonction y(¢) solutions, sur quels intervalles, et

comment les trouver ?

— Résoudre une équation différentielle (E) sur I c’est trouver toutes les fonctions f
solutions définies sur I. Dans la pratique, on essaie si possible de résoudre sur un
intervalle / maximal (c’est & dire qu’il n’existe aucun intervalle J contenant [ sur
lequel f est solution de (E)).

— On ne sait pas toujours trouver I'expression des solutions, il existe donc des méthodes
de calcul approché.

— Un des plus vieux textes mathématiques connu est une tablette en écriture cunéiforme
ot I'équation ¢y = ay est résolue de maniére approchée (méthode d’Euler) dans le cadre
d’un calcul d’intéréts ( environ -3000 avant JC ...)

3.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1 sous forme

résolue

Définition 3.3.
Ce sont les équations qui peuvent se formuler en :

(E) y'(t) +a(t)y(t) = b(t)

Avec a(t) et b(t) qui sont deux fonctions continues définies sur un intervalle I et y(t) le nom
donné a la fonction inconnue.

Exemple 1 :

(B) o/(t) — jult) =2

Je vois que (Fj) a bien la forme d’une équation linéaire d’ordre 1 sous forme résolue avec

—1
a(t) = - le facteur multiplicatif de y(t), et b(t) = 2t, deux fonctions définies sur I =|0, +o0]

ou I =] —o0;0].

Exemple 2 :

(E2) o'(t) = 12y(1)

Il suffit de remarquer que (Fy) peut se reformuler de facon équivalente en :

(E2)  y'(t)—12y(t) =0

On voit alors la forme d’une équation linéaire d’ordre 1 sous forme résolue avec a(t) = —12

et b(t) = 0 qui sont deux fonctions continues sur R.

Exemple 3 :

(E3) ty'(t) = 12y(t)
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Exemple 4 :

(E1) o/ (t) =129°(1)

Définition 3.4.
Soit (E) y'(t) + a(t)y(t) = b(t).

(i) Dans le cas ot b(t) n’est pas la fonction nulle, on définit

(En) o/ (t) +alt)y(t) =0

et on dit que (Fy) est l’équation homogéne associée a (F).

(ii) Dans le cas ow b(t) est la fonction nulle on dit que (E) est homogéne.

Exemple 1 :

Exemple 2 :
(E2) y'(t) =12y(t)

Théoréme 3.1. Formule pour les solutions d’une équation homogéne
Soit (Fy) =y + a(t)y = 0 avec t — a(t) qui admet sur I une primitive A (ce qui est le
cas si a est continue sur I ).

Alors U'ensemble Sy des applications solutions de (Ey) définies sur I et & valeurs réelles
est infini et donné par :

Sy ={t— Ce . CcR}
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Démonstration.

Exemple 1 :

1
(Br) y(t) —Sy(t) =2t
1) Résoudre I’équation homogéne associée a (E;) sur I =|0;+o00|, écrire 'ensemble des
solutions sous forme paramétrée.
2) Méme travail sur | — oo; 0[.
3) En déduire 'ensemble des solutions de I’équation homogéne associée a (F;) sur R*.

Exemple 2 :

Résoudre (F,) sur R.

Théoréme 3.2. Formule pour les solutions d’une équation non homogéne

Soit (E) : y +a(t)y =b(t) avec a et b qui sont des fonctions continues sur Uintervalle I et b
qui n’est pas la fonction nulle.

(i) Pour trouver toutes les solutions de l’équation non homogéne (E), il faut d’abord en
trouver une, notée y, dans ce cours, et appelée solution particuliére de (E).

(ii) Les solutions de (E) sont les fonctions y de la forme y = yu + yp, 0t yu est la forme
générale des solutions de (Ey) :

y(t) = Ce 'V 1y,

Autrement dit, l’ensemble S des fonctions solutions de (E) sur (I) et a valeurs réelles est infini
et donné par :

S={t Ce ™y (t); CcR}

ot A une primitive de a sur I.

Démonstration.
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Equations linéaires d’ordre 1 sous forme résolue

y'(
(En) y'(t)+ a(t)y(t) =0 .
yu(t) = Ce=®) yp(t) qui vérifie (E)

avec A(t) = [ a(t)dt
qu'il faut calculer.

t) + yplt

La Iettre C figure dans le résultat final.
(Infinité de solutions)

Exemple 1 :

(B) y(0) - ()=

Résoudre (E;) sur I =0, +oo[ en remarquant qu’il y a une fonction constante solution.

Donner les solutions de (Ej) sur R*.

Exemple 2

(B2 y/(0)— u(t) =2

1) Trouver une constante o € R telle que y,(t) = at? soit solution de (FEy) sur ]0, +oc|.
2) Résoudre (E3) sur ]0, +o0].

Exercice 19 :

2 3
Soit (E) ¢'(t) + gy(t) =1— T
1) Chercher une solution particuliere de (F) sur I =|0, +o00[ sous la forme y, (t) = at*+ ft+~
oll «, B et ~ sont constantes.

2) Résoudre (F) sur I =|0,4o00[ puis avec un minimum de calculs sur I =| — 0o, 0[.

Exercice 20 :

Soit équation (E) : (2?+ 1)y (z) — xy(z) = 1 + 2x.
a) Chercher a et b réels tels que la fonction y,(x) = ax + b soit une solution de (F) sur R.
b) Résoudre (F) sur R.
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Méthode de la variation de la constante

Théoréme 3.3.
Soit Uéquation (E) : vy +a(t)y = b(t), ot a et b sont des fonctions continues sur lintervalle
I, alors il existe une solution particuliére y, de (E) sur I de la forme :

lt) = MB)e 10

avec t — A(t) qui est une primitive de t — a(t) sur I et t — A(t) qui est une primitive de
t e b(t)e® sur 1.

Démonstration.

O

Dans la pratique, "on s’inspire" de la formulation des solutions de (Ey), pour chercher une
solution y, par la méthode de variation de la constante.

Exemple :

Soit
Yy

x

¢) Résoudre (E) sur ]0; +oo[ en trouvant une solution particuliére avec la méthode de va-
riation de la constante.

d) Avec un minimum de calculs, résoudre (E) sur | — 0o;0].

(E) : ¢ —2zy=1+

Exercice 21 :

Soit n € N*. Résoudre sur un intervalle le plus grand possible (& préciser) I’équation :

(B) « o —a"e" =y

Exercice 22 :

Résoudre sur |0, +o0o[ 'équation ty'—2y = 12¢* (On pourra chercher une solution particuliére
avec la méthode de variation de la constante).
Quel est 'ensemble des solutions de I'équation sur | — oo, 0 ?

Utilisation de la linéarité

Théoréme 3.4. Théoréeme de superposition de solutions

Soient a et [ deux réels fixés, soient :

Yy une solution sur I de (Ey) : /() +
1y une solution sur I de (Es) :  /(t)+
alors 1 = ay + [ibs est solution sur I de (E
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Exercice 23 :

a) Soit (Ey) : vy + 3y = 12sin(3t). trouver une solution particuliére de (E;) sur R de la
forme ¢, (t) = asin(3t) + bcos(3t).

b) Soit (E2) : '+ 3y = 6. Trouver une solution particuliére de (Es;) sur R.

c) A laide des questions précédentes, sans calcul, trouver une solution particuliére de
(Es) : y + 3y = 24sin(3t) — 6 puis résoudre (Es) sur R.

Conditions initiales

Théoréme 3.5.

Soitto € I et (E) : y + a(t)y = b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sous forme
résolue dont les coefficients sont des fonctions continues sur I, alors pour tout nombre yqy il
existe une et une seule solution f de (E) sur I vérifiant f(to) = yo.

Démonstration.
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Ce théoréme est trés important, il traduit le fait que si 'on connait I’état initial du systéme
étudié, alors on peut en déduire I’état du systéme a n’importe quel moment du passé ou du futur.
On dit aussi qu’il y a unicité au probléme de Cauchy( mathématicien frangais, 1789/1857).

Exercice 24 :

Résoudre sur un intervalle approprié les équations suivantes :
a) ¥y +2zy =2z et y(0) = 2, b)y —ty=t*—1et y(l) =0,
c)xy —y=a%et y(1) =2.

Rappel : Les résultats du cours permettent d’obtenir la formule d’une solution a une
constante prés sur un intervalle /. Si 'équation est définie sur plusieurs intervalles, il faut
appliquer le cours plusieurs fois ce qui donne différentes constantes et donc au final, une
fonction définie par morceaux.

Exercice 25 :

La température d’un objet varie avec une vitesse proportionnelle & la différence entre elle
et la température du milieu ambiant. Ce qui se traduit par ¢y = a(y — T,) ou :

- y(t) est la température du corps en fonction du temps ¢ ,

- T, : est la température ambiante (supposé constante)

- « est la constante de proportionnalité qui ne dépend que de 1'objet.

A 8h un mélange & 20°C' est placé dans un congélateur dont la température est maintenue
a —15°C. A 8h10 , la température du mélange est de 0°C. Un peu plus tard, on apporte le
mélange dans une piéce ou la température est maintenue a 40°C'. A 8h30 , la température du
mélange est 25°C.

a) Déterminer I'expression de y(t) avant qu’on apporte le mélange dans la piéce. En déduire
la valeur de a.

b) A quel moment le mélange est-il revenu a sa température initiale de 20°C'?
¢) A quel moment a-t-on apporté le mélange dans la piéce ?

3.3 Cas des fonctions a valeurs complexes

Les fonctions considérées peuvent étre des fonctions définies sur un intervalle I mais a valeurs
complexes.
Exemple :
t2.
Attention & ne pas faire de généralisation abusive, il faut que les définitions aient un sens :
sin(it) n’est pas défini en L1.

a(t) = (3 +4)t. Pour dériver ou intégrer on procéde comme dans les réels : A(¢)

3+
2

En revanche, il existe une fonction exponentielle, dite exponentielle complexe, définie sur C
de la facon suivante : e**% = e%e™ pour z,y réels.
Exemple :

el T3 = e12e3" = e12(cos(3) + isin(3))

Si on considére la fonction de la variable réelle t — e~ 5%’
de dérivée :

¢’est une fonction dérivable
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Théoréme 3.6.
Soit (E) : v +a(t)y = b(t) avec a et b qui sont des fonctions continues sur l'intervalle I et a
valeurs réelles.

L’ensemble S des fonctions solutions de (E) sur (I) et a valeurs complexes est infini et donné
par :

S={t— Ce W Ly, (t); CecC}

ol y, est une solution particuliere de (E) et A une primitive de a sur I.

3.4 Autres équations d’ordre 1

Equations différentielles linéaires du premier ordre sous forme non ré-
solue

Définition 3.5.
On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 (sous forme non résolue) une équation :

(L) + w®)y' +alt)y = b(t)

ot a, w et b sont des fonctions définies sur un intervalle I.

Il est facile de résoudre ces équations sur un intervalle I ou w ne s’annule pas, car par
division on se raméne au cas d’une équation sous forme résolue. Il est plus difficile de trouver
des solutions maximales.

Exemple :
(Bw) ity +y=0

Equations a variables séparées

C’est une équation d’inconnue une fonction t — y(t) qui sécrit v’ f(y) = g(t).

Si F est une primitive de f et G une primitive de g, elle équivaut a F(y) = G(t) + C ou C
est une constante. Reste & écrire si possible cette égalité sous la forme y = () (ce qui peut
obliger & réduire 'intervalle de résolution).

Exemple :

y/ — t2€_y

Equations autonomes

Il s’agit des équations de la forme : ¢y = f(y).
C’est un cas particulier d’équation ‘a variables séparées dans la mesure ou elle peut s’écrire

= 1.

f()
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1
On obtient G(y) = t+C o G est une primitive de —. Mais il ne faut pas oublier les solutions

constantes : y = a ol a est solution de f(a) = 0.
Exemple :

3.5 Autres exercices

Exercice 26 : Datation au carbone 14

Le carbone contenu dans la matiére vivante contient une infime proportion d’isotope radioac-
tif C'*. Ce carbone radioactif provient du rayonnement cosmique de la haute atmosphére. Grace
a un processus d’échange complexe, toute matiére vivante maintient une proportion constante
de C'* dans son carbone total (essentiellement composé de I'isotope C'?). Aprés la mort, les
échanges cessent et la quantité de carbone radioactif diminue. Cela permet de déterminer la
date de la mort d’un individu.

a) On considére que la proportion p(t) de C** dans le carbone total perd
chaque année.

(i) Donner la définition du taux de variation (moyen) de p entre I'année ¢ et 'année ¢ + 1.

_1

000 de sa valeur

ii) Quelle est ’équation vérifiée par ce taux vu ’énoncé ?
. 7999

8000
iv) En déduire p(t + 2) en fonction de p(t) puis conjecturer p(n) en fonction de p(0).
) p p(t) p \ p p

(
(iii) En déduire que p(t + 1) = ap(t) avec a =
(

b) Des fragments de squelette humain de type Homo Sapiens sont retrouvés dans une ca-
verne. L’analyse montre que la proportion de C'** n’est que 6,24% de ce qu’elle serait dans les
os d'un étre vivant.

(i) Que représente p(0) ici?

(ii) En utilisant les résultats de a)(iv) écrire une équation vérifiée par le nombre d’années n
écoulées depuis la mort de 'individu étudié.

(iii) Combien d’années se sont écoulées depuis la mort de l'individu ?

c¢) On suppose a présent que le taux instantané de la proportion p(t) de C''* dans le carbone
total perd ﬁ de sa valeur.

(i) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par p(t)?

(ii) Donner la forme de p(?).

(iii) On considére de nouveau 'individu de la question b), retrouver avec cette méthode le

nombre d’années écoulées depuis sa mort et comparer les résultats numériques.

Exercice 27 : Croissance de population.

On considére une population évoluant en fonction du temps .

a) Dans le modéle de Malthus on suppose que le taux d’accroissement instantané de la
population est proportionnel au nombre d’individus N(¢) avec une constante k qui est égale a
la différence entre le taux de natalité et le taux de mortalité qui sont supposés constants dans
ce modéle.

(i) Quelle est I’équation différentielle vérifiée par la fonction N 7 (N est supposée dérivable)

(ii) Déterminer N si a l'instant ¢t = 0, la population est de Ny individus.
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(iii) Comment évolue cette population lorsque t tend vers Uinfini ?

b) Le modéle de Verhulst prend en compte que les ressources de 1’environnement ne sont pas
illimitées et suppose que le taux k n’est plus constant mais proportionnel a la différence entre une
population maximale notée N* et la population a Uinstant t. On a alors k(t) = r(N* — N(t))
et N est solution de I'équation différentielle N'(t) = r N(t)(N* — N(t)) (appelée équation
logistique).

(i) On admet que N ne s’annule pas et on pose y(t) = ﬁ Justifier que y est dérivable puis
calculer N en fonction de y et 7/.

(ii) Remplacer N et N’ par leurs expressions en fonction de y et ¢’ dans I’équation logistique
et vérifier que y est solution de I’équation différentielle

y =r(l—Nvy).

(iii) Reésoudre I'équation précédente.
T 1+ Ke N
(v) Comment évolue cette population lorsque ¢ tend vers 'infini 7

(iv) En déduire que N () avec K constante réelle.

Exercice 28 :

Résoudre les équations suivantes sur des intervalles appropriés :

1
14 e

a) yv1—4t?+y=0 b)y +y=
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Chapitre 4

Equations différentielles linéaires d’ordre
2 a coefficients constants

Définition 4.1.
Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est une équation de
la forme :

(E) ay"(t) +by'(t) + cy(t) = d(t)

ot a,b,c désignent trois constantes réelles avec a # 0 el ou le second membre d(t) est une
fonction continue sur un intervalle I.

Exemple :

Définition 4.2. Soit (E) ay”(t) +by'(t) + cy(t) = d(t).
(i) Dans le cas ou la fonction d(t) n’est pas la fonction nulle, on définit
(En) ay”(t) +by'(t) + cy(t) = 0
On dit alors que (Ey) est l’équation homogéne associée a (E).
(i1) L’équation caractéristique de (E) est l’équation polynomiale :
az’ +bz+c=0

elle se résout dans C par le calcul de A = b* — 4ac et les solutions conduisent & la formule de
yu(t) (Cf schéma).

Exercice 29 :
(Ev) o' =5y +6y=t+1, y(0) = —
(E») y" —2y 4y = cost, y(0)=1,4(0)=0

(B3) ' +y +y=¢
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